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Resume. Nous considerons le probleme des trois corps dans le plan et montrons que ce probleme ne possede 
pas de systeme complet d'integrales premieres meromorphes a un voisinage de la solution particuliere de 
Lagrange. 

The meromorphic non integrability of the planar three body problem 

Abstract. We study the planar three-body problem and prove the absence of a complete set of complex 
meromorphic first integrals in a neighborhood of the Lagrangian solution. 

sj^ ■ 1. Introduction et resultats 

f~-- \ Considerons trois corps Pi, P^, Pj, sur le plan avec des masses mi, ?tt-2, "13 qui s'attirent 

conformement a la loi de Newton. Soient (xi,X2) les coordonnees de Pi, (x3,X4) les coordonnees 

*- ^ . , dxr 

^ , de P2, (xsjXg) les coordonnees de P3. Notons yr = "^fc~i~ ou k est la partie entiere de (r + l)/2. 

C^ . Les equations de Hamilton du mouvement des corps prennent la forme 

dxr dHi dvr dHi . , ^ «n /. i^ 

(r = 1,2,...,6), (1.1) 



o 

"^ I dt dyr ' dt dxr 

avec I'Hamiltonien 



_„3,^7t, _ ,0^ , f,:i .,.,-./. f-„,(,„ _ ,,,. , „, _ .,).,-./, 

Ce probleme pent etre illustre par I'attraction mutuelle de la terre, de la lune et du soleil. 

Les integrales premieres connues du systeme (1.1) sont 
Fi = Hi - I'energie, 

^2 = yi + 2/3 + 2/5; P3 = 2/2 + ?/4 + ye ~ les integrales du mouvement du centre de gravite, 
P4 = yi2;2 + y3a;4 + ys^^e - a:;iy2 - a;3y4 - x^y^ = k - I'integrale des aires. 

En supposant que le centre de gravite est fixe, c'est-a-dire que P2 = P3 = 0, et en utilisant 
I'integrale des aires P4, le systeme (1.1) pent etre ramene a 3 degres de liberte [6] 

dqr dH dpr dH 

lE = Wr' 'df = -Wr^ (- = 1,2,3), (1.2) 
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et 

ri=qi, r-2 = \lql + ql, rs = ^J {qi - q2)^ + q^, 

sont les distances mutuelles des corps. 

Nous appellerons le systeme (1.2) le probleme plan des trois corps. 

D'apres Bruns [1] le probleme (1.1) et done le probleme (1.2) n'admet pas d'integrale premiere 
algebrique, autre que les integrales premieres deja connues. 

Poincare [4] a demontre en 1892 que si la troisieme masse rris = /U est infiniment petite et est 
attiree par les deux premieres masses mi et m2, alors le probleme (1.2) n'admet pas d'integrale 
premiere holomorphe en fi autre que celle de I'energie. 

II est bien connu (Lagrange [2]) que ce probleme possede une solution particuliere dans laquelle 
les trois corps forment un triangle equilateral et decrivent chacun une conique. Notons T celle qui 
correspond au cas parabolique. 

Nous considerons dans cette Note la question de I'existence de deux integrales premieres supple- 
mentaires meromorphes et fonctionnellement independantes autres que celle de I'energie au voisi- 
nage de la solution T. 
Notre resultat principal est le suivant: 

THEOREMS 1.1- Le probleme plan des trois corps n'admet pas deux integrales premieres supple- 
mentaires meromorphes par rapport aux variables gj, Pj, r^ et fonctionnellement independantes au 
voisinage de la solution particuliere de Lagrange F. 

COROLLAIRE 1.2- Le probleme plan des trois corps n'est pas completement meromorphiquement 
integrable au voisinage de la solution T. 

La preuve est basee sur la theorie de Ziglin [7] qui donne une condition necessaire de non- 
integrabilite. 

Dans le cas de masses egales, le meme resultat a ete obtenu par D. Boucher a I'aide du theoreme 
de non-integrabilite de Moralis-Ramis [3]. 

2. Les equations normales variationnelles le long de la solution T 

Dans le cas parabolique la solution de Lagrange pent etre ecrite sous la forme suivante 

(91,92,93) = (9,7^,^3-), (Pi,P2,P3) = (P,ap+-,7P+-), 

ou a, /?, 7, 5 sont les constantes. 
Pour q{t)., p{t) on a 

q = P{w), _p=— -— , P{w) = eiw"^ + e2W + ez, 
F{w) 

avec les constantes ei, 62, 63. 

Nous avons done la parametrisation de la solution de Lagrange 

T = {qi{w),pi{w) |ii;GCpi}. 

A partir de cette solution particuliere, on pent calculer les equations normales variationnelles 
(voir [5]) qui prennent la forme d'un systeme fuchsien 



dx f A B C \ . , , 

-^=[ + + X, xgC^, 2.1 

dr \T -To T -Ti r - T2 / 

ou To, Ti, T2 G C sont les singularites et A, B, C sont les 4 x 4 matrices constantes dependantes 
sur des masses mi, m2, m^. 

3. Le groupe de monodromie des equations (2.1) 

Soit G le groupe de monodromie des equations (2.1). 

Nous designons Tj, Too, i = 0,1,2 les generateurs de G correspondants respectivement aux 
group es de monodromie locaux autour les singularites rj,i = 0,l,2etr = oo. 

LEMME 3.1 

a) Tq = I - est I'element neutre de G. 

b) Les generateurs Ti, T2 ont la meme forme de Jordan 
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c) Le generateur T^q a les valeurs propres suivantes 

Spectre(roo) = {e^-^^S e'^'''^\ e-^^'^\ g-a-iAaj 
oil 



Ai = ^ + ^/i3W^, X2 = ^ + yi3-Ve, 



et 

.^2 
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COROLLAIRE 3.2 



144 ( 1 - 3-;^ ) ' Si = mi+m2 + ms, ^2 = mim2 + m3m2 + mims. 



T1T2 = T^\ 



COROLLAIRE 3.3- On aura toujours 

Spectre(roo) / {1, 1, 1, 1}. 

Esquisse de demonstration.- Pour tout les singularites Ti, r = 00, i = 0, 1,2 on pent calculer des 
solution formelles locales du systeme (2.1) et trouver done les generateurs de G dans chaque point 
singulier. 

4. Esquisse de la demonstration du theoreme 1.1 

Notre demonstration est inspiree par Ziglin [7]. Supposons que le probleme plan des trois corps 
(1.2) possede deux integrales premieres supplementaires meromorphes par rapport aux variables qi, 
Pj, Tfc et fonctionnellement independantes au voisinage de la solution particuliere de Lagrange T. 
Nous en deduisons le lemme suivant 



LEMME 4-i (Ziglin [7])-Le groupe de monodroniie G des equations normales variationnelles (2.1) 
a deux invariants rationnels et fonctionnellement independantes Ji(x), J2{x). 

En vertu du lemme 3.1 on peut supposer sans parte de generalite que 
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I + D, 



ou 
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On aura pour la matrice T2 
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ou 



R = V-^DV 



I ai a2 as 04 ^ 
61 62 ^3 h 

C\ C2 C3 C4 

\ di d2 ds di j 
avec une matrice V ^ det{V) / et les constantes inconnues Oj, bi, Ci, di G C. 

Remarque ^.^. La matrice etant nilpotente, 

Spectre(/?) = {0,0,0,0}. 



(4.1) 



LEMME 4.3- Soit J I'invariant rationnel de G, alors 

6J = 0, AJ = 0, 



ou 



^o = X2t: hX4- — , A= > ajXj' — 



■ + V hiXi h V CiXi h V diXi 

V^ ; dx2 v^ / ^^3 v^ / 



dxi dx3 V;^ / dxi V;^ / dx2 Vt"^ / c^a^s V;;^-;' / dx4 



Demonstration du lemme 4-3.- Pour un arbitraire n G N nous avons T" = I + nD. Par consequent 

00 
J (r"x) = J(x + nDx) = J{x) + n(5J(x) + ^ nVi(x) = J(x), 

i=2 



II resulte de la que 5 J = 0. La preuve de I'identite AJ = s'effectue de la meme maniere. 
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On obtient done 

(5Ji = AJj = 0, i = l,2. 

Ces equations nous permettent de trouver les restrictions sur les parametres Oj, 6j, q, di qui 
s'ecrivent sous la forme d'un systeme d'equations algebriques 

Pi (a, 6, c, d) = 0, 

• • • (4.2) 

Pm{a,b,c,d) = 0, 



avec les polynomes Pi . . . Pm, m G N. 

Par ailleurs, la condition 4.1 nous donne un autre systenie d'equations sur les memes 
parametres 

Li(a, b, c,d) = 0, 

• • • (4.3) 

Lnia,b,c,d) = 0, 

avec les polynomes Li . . . Ln, n G N. 

On pent verifier par un calcul direct, que pour Oj, 6j, Cj, di satisfaisant aux systemes (4.2) et 
(4.3) on aura toujours 

Spectr{TiT2) = {1,1,1,1}, 

d'oii, en utilisant le corollaire 3.2 

SpectriT^) = {1,1,1,1}. 
Or cela est contraire au corollaire 3.3. Ceci acheve la demonstration du theoreme 1.1. 
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